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दो चर वाले रैखिक 
समीकरण युग्म 





3.। भूमिका 
आपने इस प्रकार की स्थिति का सामना अवश्य किया होगा, जैसी नीचे दी गई हैः 


अखिला अपने गाँव के एक मेले में गई। वह एक चरखी (G20 ॥९९]) की सवारी 
करना चाहती थी और हूपला (H००।३) [एक खेल जिसमें आप एक स्टाल में रखी किसी 
वस्तु पर एक वलय (४१४) को फेंकते हैं और यदि वह वस्तु को पूर्णरूप से घेर ले, तो 
आपको वह वस्तु मिल जाती है] खेलना चाहती थी। जितनी बार उसने हूपला खेल खेला 
उससे आधी बार उसने चरखी की सवारी को। यदि प्रत्येक बार को सवारी के लिए उसे ₹3 
तथा हूपला खेलने के लिए ₹4 खर्च करने पड़े, तो आप कैसे ज्ञात करेंगे कि उसने कितनी 
बार चरखी की सवारी की और कितनी बार हूपला खेला, जबकि उसने इसके लिए कुल 
₹20 खर्च किए? 


हो सकता हे कि आप इसे ज्ञात करने के लिए अलग-अलग स्थितियाँ लेकर चलें। यदि 
उसने एक बार सवारी को, क्या यह संभव हे? क्या यह भी संभव हे कि उसने दो बार 
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सवारी को? इत्यादि। अथवा आप कक्षा के ज्ञान का उपयोग करते हुए, इन स्थितियों को 
दो चरों वाले रेखिक समीकरणों द्वारा निरूपित कर सकते हैं। 
आइए इस प्रक्रिया को समझें। 


अखिला द्वारा सवारी करने को संख्या को » तथा उसके द्वारा हूपला खेल खेलने को 
संख्या को » से निरूपित कोजिए। अब दी हुई स्थिति को दो समीकरणों द्वारा व्यक्त किया 
जा सकता है : 


OE 
Y= ॐ (]) 


3x+4y= 20 (2) 
क्या हम इस समीकरण युग्म का हल ज्ञात कर सकते हें? इन्हें ज्ञात करने की कई 
विधियाँ हैं, जिनका हम इस अध्याय में अध्ययन करेंगे। 


3.2 दो चरों में रेखक समीकरण युग्म 
कक्षा |% से याद कीजिए कि निम्न समीकरण दो चरों के रेखिक समीकरणों के उदाहरण हैं: 
2x + 3y=.5 
४- 29-35 0 
और «= 0 = 2 अर्थात्‌ ४52 
आप यह भी जानते हैं कि वह समीकरण, जिसको ८४+५+८=0 के रूप में रखा 
जा सकता है, जहाँ ०, ७ और ८ वास्तविक संख्याएँ. हैं और ८ और # दोनों शून्य नहीं हैं, दो 
चरों ५ और » में एक रैखिक समीकरण कहलाता है। (प्रतिबंध जैसे ८ और 0 दोनों शून्य नहीं 
हैं, हम प्राय: ८? + ७? # 0 से प्रदर्शित करते हैं।) आपने यह भी पढ़ा है कि ऐसी समीकरण 
का हल संख्याओं के मानों का एक युग्म होता है, एक » के लिए तथा दूसरा » के लिए, 
जो समीकरण के दोनों पक्षों को बराबर कर देता है। 


उदाहरण के लिए, आइए समीकरण 2४+3५=5 के बाएँ पक्ष (_H$) में, «= और 
५ = | रखें। तब 


बायाँ पक्ष = 2(]) +3(])=2+3=5, 
जो समीकरण के दाएँ पक्ष (९H) के बराबर है। 
अतः, = | और ५ = | समीकरण 2४+ 3 = 5 का एक हल है। 
अब आइए समीकरण 2४+3)=5 में, = । और ५=7 रखें। तब, 
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बायाँ पक्ष = 2/0% 5 2+ 2] = 23 

जो दाएँ पक्ष के बराबर नहीं है। 
अतः, = । और )=7 दी हुई समीकरण का एक हल नहीं है। 

ज्यामितीय दृष्टि से इसका क्या अर्थ है? इसका अर्थ है कि बिंदु (, ।) समीकरण 
2४+3५=5 द्वारा निरूपित रेखा पर स्थित है और बिंदु (।,7) इस पर स्थित नहीं है। इसलिए, 
समीकरण का प्रत्येक हल उसको निरूपित करने वाली रेखा पर स्थित एक बिंदु होता 
है। 

वास्तव में, यह किसी भी रेखिक समीकरण के लिए सत्य है, अर्थात्‌ दो चरों वाले 
रैखिक समीकरण ०४ + ८५ +८ = 0 का प्रत्येक हल (४, )) इस समीकरण को निरूपित 
करने वाली रेखा के एक बिंदु के संगत होता है और विलोमतः भी ऐसा होता है। 

अब ऊपर दिए गए समीकरणों (।) और (2) को लीजिए। इन समीकरणों को साथ 
लेने पर, हमें अखिला की मेले के बारे में सूचना प्राप्त होती है। 

ये दो रैखिक समीकरण उन्हीं दो चरों ५ और में हैं। इस प्रकार के समीकरणों को 
दो चरा में रैखक समीकरणों का एक युग्म (या रैखिक समीकरण युग्म) कहते हैं। 

आइए, देखें कि बीजगणितीय दुष्टि में ये कैसे युग्म हैं। 

दो चरों ५ और » में रेखिक समीकरण युग्म का व्यापक रूप 

ax+by+c,=0 

और ax + b,y+Cc,= 0है 
जहाँ ८,, ७,, ८,, ८, 2,, ०, सभी वास्तविक संख्याएँ हैं और ८? + ७? # 0, ०? + ७? # 0 है। 

दो चरों में एक रैखिक समीकरण युग्म के कुछ उदाहरण हैं: 

2x +39-7=0 और 9-2 +8=0 

=. १) और -7+ + 2y+3=0 

*+)=7 और I7=y 

कया आप जानते हैं कि ये ज्यामितीय दृष्टि से कैसे युग्म हैं? 

कक्षा # से याद कीजिए कि दो चरों में एक रैखिक समीकरण का ज्यामितीय (अर्थात्‌ 
ग्राफीय) निरूपण एक सरल रेखा होता है। क्या अब आप बता सकते हैं कि दो चरों में 
रेखिक समीकरण युग्म ज्यामितीय रूप में कैसा दिखेगा? ये दो सरल रेखाएँ होंगी, जिन्हें 
साथ-साथ लिया जाएगा। 


2020-2 


दो चर वाले रैखिक समीकरण युग्म 45 


आपने कक्षा [१ में यह भी पढ़ा है कि एक तल में यदि दो रेखाएँ दी हों, तो निम्न में 
से केवल एक ही संभावना हो सकती है: 

() दोनों रेखाएँ एक बिंदु पर प्रतिच्छेद करती हैं। 

() दोनों रेखाएँ प्रतिच्छेद नहीं करती हैं, अर्थात्‌ वे समांतर हैं। 
(#) दोनों रेखाएँ संपाती हैं। 
इन सभी संभावनाओं को हम आकृति 3.] में दर्शाते हैं: 

आकृति 3. (2) में, ये प्रतिच्छेद करती हैं। 

आकृति 3. (9) में, ये समांतर हैं। 

आकृति 3. (८) में, ये संपाती हैं। 

X 


—् nn 


औई-++-चकछ ऊँ 


(9) (b) (०) 
आकृति 34 


रैखिक समीकरण युग्म को प्रदर्शित करने वाली दोनों विधियों यथा बीजगणितीय तथा 
ज्यामितीय को साथ-साथ प्रयुक्त किया जा सकता है। आइए कुछ उदाहरण लें। 


उदाहरण | : हम अनुच्छेद 3.] में दिया गया उदाहरण लेते हैं। अखिला मेले में ₹20 लेकर 
जाती है और वह चरखी की सवारी करना तथा हूपला खेल खेलना चाहती है। इन स्थितियों 
को बीजगणितीय तथा ग्राफोय (ज्यामितीय) रूपों में व्यक्त कोजिए। 
हल : बनाया गया समीकरण युग्म हैः 

I 


y= 7% 


2 
अर्थात्‌ x—2y=0 (]) 
और 3x +4y = 20 (2) 


आइए इन समीकरणों को ग्राफोय रूप में व्यक्त करें। इसके लिए, हमें प्रत्येक 
समीकरण के कम-से-कम दो हल चाहिए। हम इन हलों को सारणी 3.] में देते हैं। 
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सारणी 3. 





) () 


कक्षा | से याद कीजिए कि प्रत्येक रैेखिक समीकरण के अपरिमित रूप से अनेक 
हल होते हैं। इसलिए आप कोई भी दो हल चुन सकते हैं, जो हमारे द्वारा चुने गए हलों से 
भी हो सकते हैं। क्या आप अनुमान लगा सकते हैं कि हमने पहले तथा दूसरे समीकरणों के 
हल के लिए,+ = 0 क्यों चुना है? जब एक चर शून्य हो जाता है, तो समीकरण एक चर 
के रैखिक समीकरण में बदल जाता है, जिसे आसानी से हल किया जा सकता है। उदाहरण 
के लिए, समीकरण (2) में += 0 रखने पर, हम पाते हैं कि 4) = 20 है, अर्थात्‌ += 5 है। इसी 
प्रकार, समीकरण (2) में += 0 रखने पर हमें प्राप्त होता है: 


३+ = 20, अर्थात्‌, + = प है। चूँकि प 
एक पूर्णांक नहीं है, इसलिए इसे ग्राफ 
पेपर पर ठीक-ठीक आलेखिंत करना 
आसान नहीं है। अत: हम += 2 
चुनते हैं, जिससे + = 4 मिलता है, जो 
एक पूर्णांक है। 

सारणी 3.] के हलों के संगत 
बिंदुओं ^(0, 0), 8(2, ।) और P(0, 5), 
((4, 2) को आलेखित कोजिए। अब 
समीकरणों +-2५=0 और 3५+ 4=20 





AB तथा PQ को खींचिए, जैसा कि 
आकृति 3.2 में दर्शाया गया है। आकृति 3.2 


आकृति 3.2 में ध्यान दीजिए कि दोनों समीकरणों को निरूपित करने वाली दोनों रेखाएँ 
बिंदु (4, 2) पर प्रतिच्छेद करती हैं। इसका क्या अर्थ है, इस पर हम अगले अनुच्छेद में 
चर्चा करेंगे। 
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उदाहरण 2 : रोमिला एक स्टेशनरी की दुकान में गई और ₹ 9 में 2 पेंसिल तथा 3 रबड़ 
खरीदीं। उसकी सहेली सोनाली ने रोमिला के पास नई तरह की पेंसिल और रबड़ देखी और 
उसने भी ₹ ]8में उसी तरह की 4 पेंसिल और 6 रबड़ खरीदीं। इस स्थिति को 
बीजगणितीय तथा ग्राफीय (ज्यामितीय) रूपों में व्यक्त कोजिए। 
हल : आइए । पेंसिल का मूल्यर ५ तथा । रबड़ का मूल्य ₹ + मान लें। तब, बीजगणितीय 
रूप निम्न समीकरणों द्वारा देय है : 

2x +3y= 9 (]) 
और 40 + 69 5 I8 (2) 
इनका तुल्य ज्यामितीय निरूपण ज्ञात करने के लिए, हम प्रत्येक समीकरण द्वारा निरूपित 
रेखा पर दो बिंदु प्राप्त करते हैं। अर्थात्‌, हम प्रत्येक समीकरण के दो हल प्राप्त करते हैं। 
ये हल निम्न सारणी 3.2 में दिए गए हैं: 


सारणी 3:2 





(i) () 

हम इन बिंदुओं को एक ग्राफ पेपर पर आलेखित करते हैं और रेखाएँ खींचते हैं। हम 

पाते हैं कि दोनों रेखाएँ संपाती हैं (देखिए आकृति 3.3)। ऐसा इसलिए है कि दोनों समीकरण 
तुल्य हैं, अर्थात्‌ एक को दूसरे से प्राप्त किया जा सकता है। 





आकृति 3.3 
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उदाहरण 3: दो रेल पटरियाँ, समीकरणों + +2)-4=0 और 2ऋ:+ 49 - 2 - 0 द्वारा निरूपित 
की गई हें। इस स्थिति को ज्यामितीय रूप से व्यक्त कीजिए। 


हल : समीकरणों 
४+29-45८- 0 (]) 
2x +4y-I2=0 (2) 
में से प्रत्येक के दो हल सारणी 3.3 में दिए गए हें: 
सारणी 3.3 





(ii) 

इन समीकरणों को ग्राफीय रूप में प्रदर्शित करने के लिए, हम बिंदुओं (0, 2) और 
५(4, 0) को रेखा 7२५ प्राप्त करने के लिए आलेखित करते हैं और बिंदुओं 7 (0, 3) और 
९(6, 0) को रेखा 70 प्राप्त करने के लिए आलेखित करते हैं। 





आकृति 3.4 में, हम देखते हैं कि ये रेखाएँ कहीं पर प्रतिच्छेद नहीं करती हैं, अर्थात्‌ 
वे समांतर हैं। 
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इसलिए, हमने कई स्थितियाँ देखी हैं जिन्हें एक रैखिक समीकरण युग्म द्वारा प्रदर्शित 
किया जा सकता है। हमने उनके बीजगणितीय और ज्यामितीय निरूपण देखे। अगले कुछ 
अनुच्छेदों में हम चर्चा करेंगे कि कैसे इन निरूपणों को एक रैखिक समीकरण युग्म के हल 
ज्ञात करने में उपयोग किया जा सकता है। 


प्रशनावली 3.। 


. आफताब अपनी पुत्री से कहता है, “सात वर्ष पूर्व में तुमसे सात गुनी आयु का था। अब से 3 
वर्ष बाद में तुमसे केवल तीन गुनी आयु का रह जाऊंगा।' (क्या यह मनोरंजक है?) इस स्थिति 
को बीजगणितीय एवं ग्राफीय रूपों में व्यक्त कोजिए। 

2. क्रिकेट टीम के एक कोच ने ₹ 3900 में 3 बल्ले तथा 6 गेंदें खरीदीं। बाद में उसने एक और 
बल्ला तथा उसी प्रकार को 3 गेंदें ₹ 300 में खरीदीं। इस स्थिति को बीजगणितीय तथा 
ज्यामितीय रूपों में व्यक्त कोजिए। 

3. 2९ सेब और | ४ अंगूर का मूल्य किसी दिन ₹ ।60 था। एक महीने बाद 4 ८९ सेब और 
दो ९ अंगूर का मूल्य ₹ 300 हो जाता है। इस स्थिति को बीजगणितीय तथा ज्यामितीय रूपों 
में व्यक्त कोजिए। 

3.3 रैखिक समीकरण युग्म का ग्राफीय विधि सेहल 


पिछले अनुच्छेद में, आपने देखा कि एक रैखिक समीकरण युग्म को कैसे ग्राफीय रूप में 
दो रेखाओं में व्यक्त किया जाता है। आपने यह भी देखा है कि ये रेखाएँ प्रतिच्छेद कर 
सकती हैं या समांतर हो सकती हें या संपाती हो सकती हैं। क्या हम उन्हें प्रत्येक स्थिति 
में हल कर सकते हैं? और यदि ऐसा है, तो किस प्रकार? हम प्रयत्न करेंगे और इन प्रश्नों 
के उत्तर ज्यामितीय दृष्टि से इस अनुच्छेद में देंगे। 
आइए हम पिछले उदाहरणों को एक-एक कर देखें। 
० उदाहरण ] की स्थिति में, ज्ञात कीजिए कि अखिला ने कितनी बार चरखी पर 
सवारी की और कितनी बार हूपला खेल खेला। 


आकृति 3.2 में, आपने देखा था कि इस स्थिति को निरूपित करने वाले समीकरण 
ज्यामितीय रूप से बिंदु (4, 2) पर प्रतिच्छेद करने वाली दो रेखाओं को निरूपित करते 
हें। इसलिए, बिंदु (4,2) दोनों समीकरणों ५-2 = 0 और 3४+ 4५ = 20 को निरूपित 
करने वाली रेखाओं पर स्थित है और केवल यही उभयनिष्ठ बिंदु है। 
आइए हम बीजगणितीय रूप से सत्यापित करें कि += 4, + = 2 दिए हुए 
समीकरण युग्म का एक हल है। प्रत्येक समीकरण में + और » के मान रखने पर, हम 
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प्राप्त करते हें कि 4-2 ५2 = 0 और 3(4) + 4(2) = 20 है। अतः, हमने सत्यापित किया 
है कि ४-4, »52 दोनों समीकरणों का एक हल हे। चूँकि (4, 2) दोनों रेखाओं का 
केवल एक उभयनिष्ठ बिंदु है, इसलिए दो चरों में रैखिक समीकरण युग्म का 
एक और केवल एक हल है। 


इस प्रकार, अखिला ने चरखी पर 4 बार सवारी की और 2 बार हूपला खेल 
खेला। 


० उदाहरण 2 की स्थिति में, क्या आप प्रत्येक पेंसिल और प्रत्येक रबड़ का मूल्य ज्ञात 
कर सकते हैं? 


आकृति 3.3 में, इस स्थिति को ज्यामितीय रूप में एक संपाती रेखा युग्म द्वारा 
दर्शाया गया है। समीकरणों के हल इनके सर्वनिष्ठ बिंदुओं (common ०५) द्वारा 
प्राप्त होते हैं। 


क्या इन रेखाओं में कोई सार्वनिष्ठ बिंदु है? ग्राफ से हम देखते हैं कि इस रेखा 
का प्रत्येक बिंदु दोनों समीकरणों का एक हल है। अतः, समीकरणों 2४+ 3) = 9 और 
4४+6=।8 के अपरिमित रूप से अनेक हल हें। इससे हमें आश्चर्य नहीं होना 
चाहिए, क्योकि यदि हम समीकरण 4+ 6) = ।8 को 2 से भाग दें, तो हमें 
2*+3=9 प्राप्त होता है, जो कि समीकरण () ही है। अर्थात्‌ दोनों समीकरण तुल्य 
हैं। ग्राफ से, हम देखते हैं कि रेखा पर कोई बिंदु प्रत्येक पेंसिल और प्रत्येक रबड़ का 
मूल्य देता है। उदाहरण के लिए, प्रत्येक पेंसिल तथा प्रत्येक रबड़ का मूल्य क्रमशः 3 रु 
तथा | रु हो सकता है। अथवा प्रत्येक पेंसिल का मूल्य 3.75 रु तथा रबड़ का मूल्य 
0.50 रु हो सकता है, इत्यादि। 
० उदाहरण 3 की स्थिति में, क्या रेल पटरियाँ किसी स्थान पर मिल सकती हैं? 
आकृति 3.4 में, दी हुई स्थिति को ज्यामितीय रूप में दो समांतर रेखाओं से 
निरूपित किया गया है। क्योंकि रेखाएँ प्रतिच्छेद नहीं करती हैं, ये पटरियाँ एक दूसरे 
से नहीं मिलती हैं। इसका यह भी अर्थ है कि इन समीकरणों का कोई उभयनिष्ठ हल 
नहीं है। 
एक रेखिक समीकरण युग्म, जिसका कोई हल नहीं होता, रेखिक समीकरणों का 
असंगत (nC०॥५।ऽ९॥४) युग्म कहलाता है। एक रेखिक समीकरण युग्म, जिसका हल होता 
है, रेखिक समीकरणों का संगत (८०७४०१!) युग्म कहलाता है। तुल्य रैेखिक समीकरणों के 
एक युग्म के अपरिमित रूप से अनेक हल होते हैं। इस युग्म को दो चरों के रैखिक 
समीकरणों का आश्रित (१९९०५९४) युग्म कहते हैं। ध्यान दीजिए कि रैखिक समीकरणों का 
आश्रित युग्म सदैव संगत होता है। 
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अब हम दो चरों में एक रेखिक समीकरण युग्म द्वारा निरूपित रेखाओं के व्यवहार को 
तथा हल के अस्तित्व होने को निम्न प्रकार से एक सारांश के रूप में व्यक्त कर सकते हैं: 
() रेखाएँ एक बिंदु पर प्रतिच्छेद कर सकती हैं। इस स्थिति में, समीकरण युग्म का 
अद्वितीय हल होता है (अविरोधी समीकरण युग्म)। 
(४) रेखाएँ समांतर हो सकती हें। इस स्थिति में, समीकरणों का कोई हल नहीं होता 
है (असंगत समीकरण युग्म)। 
(0) रेखाएँ संपाती हो सकती हैं। इस स्थिति में, समीकरणों के अपरिमित रूप से 
अनेक हल होते हैं [आश्रित (संगत) समीकरण युग्म]। 
आइए अब हम उदाहरणों ।, 2 और 3 में बने रैखिक समीकरण युग्मों पर फिर से 
वापस आएँ और विचार करें कि वे युग्म ज्यामितीय रूप में किस प्रकार के हैं। 


0) 2-29 5 0 और 3+ +4) - 20- 0 (रेखाएँ प्रतिच्छेद करती हें) 
(i) 2+ +3५-9=0 और4*+6५-।8=0 (रेखाएँ संपाती हैं) 
Ciidx+2-4=0और2*+4y-I2=0 (रेखाएँ समांतर हैं) 


तीनों उदर तौच b लिखें 

अब आइए सभी तीनों उदाहरणों में, नि ल और र के मान लिखें और उनकी 
2 के 2 

तुलना करें। यहाँ 4, ७,, ८, और ७,, ४,, ८, अनुच्छेद 3.2 में, व्यापक रूप में दिए गए 

समीकरणों के गुणांक को व्यक्त करते हैं। 


सारणी 3.4 
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सारणी 3.4 से आप देख सकते हैं कि 
ax+by+c,=0 
और 4,४ + ७,५ + ८, = 0 से निरूपित रेखाएँ: 
0) प्रतिच्छेद करती हैं, तो“! # पा है। 
d p) 


2, 


() संपाती हैं, तो “ =” = 
७2 


(आ) समांतर हैं, तो “= ^ = ^ है। 
2 3. 5 
वास्तव में, इसका विलोम भी किसी भी रेखा युग्म के लिए सत्य है। आप कुछ और 
उदाहरण लेकर इसकी जाँच कर सकते हैं। 
आइए अब इसको स्पष्ट करने के लिए कुछ उदाहरण लें। 


उदाहरण 4: ग्राफ द्वारा जाँच कीजिए कि समीकरण युग्म 

x+3y= 0 (]) 
और 2x _3y = (2 (2) 
संगत है। यदि ऐसा है, तो उन्हें ग्राफ द्वारा हल कीजिए। 


हल : आइए समीकरणों (।) और (2) के ग्राफ खींचें। इसके लिए, हम प्रत्येक समीकरण 
के दो हल ज्ञात करते हें, जो सारणी 3.5 में दिए हें: 


सारणी 3.5 





एक ग्राफ पेपर पर बिंदुओं ^(0, 2), (6, 0), P(0, - 4) और ९3, - 2) को आलेखित 
कीजिए, और बिंदुओं को मिलाकर रेखा 48 और 70 आकृति 3.5 के अनुसार बनाइए। 


हम देखते हैं कि रेखाओं 48 और 70 में एक उभयनिष्ठ बिंदु 8(6, 0) है। इसलिए, 
रेखिक समीकरण युग्म का एक हल »=6,५=0 है, अर्थात्‌ समीकरण युग्म संगत है। 
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आकृति 3.5 


उदहारण 5 : ग्राफ द्वारा ज्ञात कीजिए कि निम्न समीकरण युग्म का हल नहीं है, अद्वितीय 
हल है अथवा अपरिमित रूप से अनेक हल हैं: 


Sx—$8y+lI=0 (]) 
५+ =0 2 
A पा 5 Y + डः (2) 


5 ड 
हल : समीकरण (2) को ठ से गुणा करने पर, हम पाते हैं : 


Sx—8y+l=0 
परंतु यह वही है जो समीकरण (।) है। अतः, समीकरणों (।) और (2) से निरूपित रेखाएँ संपाती 
हैं। इसलिए, समीकरणों (7) और (2) के अपरिमित रूप से अनेक हल हैं। 
ग्राफ पर कुछ बिंदु अंकित कीजिए और स्वयं जाँच कर लीजिए। 
उदाहरण 6: चंपा एक 'सेल' में कुछ पैंट और स्कर्ट खरीदने गई। जब उसकी सहेलियों ने 
पूछा कि प्रत्येक के कितने नग खरीदे, तो उसने उत्तर दिया, “स्कर्ट को संख्या खरीदी गई 
पैंटों को संख्या की दो गुनी से दो कम है। स्कर्ट की संख्या खरीदी गई पैंटों की संख्या को 
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चार गुनी से भी चार कम हे।” सहेलियों की यह जानने के लिए सहायता कीजिए कि चंपा 
ने कितनी पेंट और स्कर्ट खरीदीं। 
हल : आइए हम पेंटों को संख्या को » तथा स्कर्ट की संख्या को + से निरूपित करें। तब, 
इनसे बनी समीकरण हैं: 
y= 20 - 2 (]) 

और y= 4x4 (2) 

अब आइए समीकरणों () और (2) के ग्राफ खींचने के लिए, प्रत्येक समीकरण 
के दो हल ज्ञात करें। ये सारणी 3.6 में दिए हैं: 


सारणी 3.6 





बिंदुओं को आलेखित कीजिए 
और समीकरणों को निरूपित करने 
के लिए उनसे जाने वाली रेखाएं 
खींचिए, जेसा आकृति 3.6 में 
दिखाया गया है। 

ये दोनों रेखाएँ बिंदु (, 0) पर 
प्रतिच्छेद करती है। इसलिए 
*=।,५=0रैखिक समीकरण युग्म 
का अभीष्ट हल है, अर्थात्‌ उसके 
द्वारा खरीदी गई पेंटों को संख्या ] 


है और उसने कोई स्कर्ट नहीं खरीदी 
है। आकृति 3.6 





जाँच : (।) और (2) में += । और) = 0 रखने पर हम पाते हैं कि दोनों समीकरण संतुष्ट 
हो जाती हैं। 
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प्रश्नावली 3.2 
।. निम्न समस्याओं में रेखिक समीकरणों के युग्म बनाइए और उनके ग्राफीय विधि से हल ज्ञात 
कोजिए। 

(0) कक्षा 5 के 0 विद्यार्थियों ने एक गणित को पहेली प्रतियोगिता में भाग लिया। यदि 
लड़कियों को संख्या लड़कों की संख्या से 4 अधिक हो, तो प्रतियोगिता में भाग लिए 
लड़कों और लड़कियों की संख्या ज्ञात कीजिए। 

(9) 5 पेंसिल तथा 7 कलमों का कुल मूल्य ₹ 50 है, जबकि 7 पेंसिल तथा 5 कलमों का 
कुल मूल्य ₹ 46 है। एक पेंसिल का मूल्य तथा एक कलम का मूल्य ज्ञात कीजिए। 
2. अनुपातों -!, थ और की तुलना कर ज्ञात कीजिए कि निम्न समीकरण युग्म द्वारा निरूपित 
dg 92 ८2 


रेखाएँ एक बिंदु पर प्रतिच्छेद करती हैं, समांतर हैं अथवा संपाती हैं : 


(0) Sx—4y+8=0 (i) 9४+ 39+ [2- 0 
J/x+6y-9=0 I8x+6y+24=0 
(it) Ox—3y+]l0=0 
2x—y+9=0 


3. अनुपातों पा । -- और हि की तुलना कर ज्ञात कीजिए कि निम्न रैखिक समीकरणों के युग्म 


संगत हैं या असंगत: 


6) 3x+2y=5; 22- 395८ 7 (i) 2x—3y=8; 4x-—6y=9 
(॥) ठ + 3 = 7;9x—-l0y=I]4 (IV) Sx—3y=ll; —lOx+6y=-22 


4 
50 29 = Sgr + 3y = ]2 


4. निम्न रेखिक समीकरणों के युग्मों में से कौन से युग्म संगत/असंगत हैं, यदि संगत हैं तो ग्राफीय 


विधि से हल ज्ञात कोजिए। 
(I) x+y=5; 2x+2y= lO 
(HH x-y=8, 3x—3y=]6 


(it) 2x+y—6=0, 4x-2y-4=0 
(५) 2४-29- 25८0, 4x-4y-5=0 


5. एक आयताकार बाग, जिसकी लंबाई, चौड़ाई से 4 ० अधिक है, का अर्धपरिमाप 36  है। बाग 
की विमाएँ ज्ञात कीजिए। 
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6. एक रैखिक समीकरण 2: + 39-8 -0 दी गई है। दो चरों में एक ऐसी और रेखिक समीकरण 
लिखिए ताकि प्राप्त युग्म का ज्यामितीय निरूपण जेसा कि 
0) प्रतिच्छेद करती रेखाएँ हों। (४) समांतर रेखाएँ हों। 
(४) संपाती रेखाएँ हों। 
7. समीकरणों ४-++=0 और 3३४+ 2-।2 = 0 का ग्राफ खींचिए। »-अक्ष और इन रेखाओं से बने 
त्रिभुज के शीर्षो के निर्देशांक ज्ञात कीजिए और त्रिभुजाकार पटल को छायांकित कीजिए। 


3.4 एक रैखिक समीकरण युग्म को हल करने की बीजगणितीय विधि 


पिछले अनुच्छेद में, हमने एक रैखिक समीकरण युग्म को हल करने के लिए ग्राफीय विधि 
की चर्चा की। ग्राफीय विधि उस स्थिति में सुविधाजनक नहीं होती है, जब रैखिक समीकरणों 


के हलों को निरूपित करने वाले बिंदुओं के निर्देशांक पूर्णाक न हों, जैसे (3, 27), 


(573) 3.3), ~ ड] आदि। इस प्रकार के बिंदुओं को पढ्ने में आवश्यक रूप से त्रुटि 
होने की संभावना रहती हे। क्या हल ज्ञात करने की कोई अन्य विधि भी हे? इसकी कई 
बीजगणितीय (बीजीय) विधियाँ हें, जिनकी हम अब चर्चा करेंगे। 
3.4.] प्रतिस्थापन विधि : हम प्रतिस्थापन विधि को कुछ उदाहरण लेकर समझाएँगे। 
उदाहरण 7 : प्रतिस्थापना विधि द्वारा निम्न रैेखिक समीकरण युग्म को हल कीजिए : 
Jix—-lSy= 2 (]) 
x+2y=3 (2) 
हलः 
चरण ।: हम किसी एक समीकरण को लेते हैं और किसी एक चर को दूसरे के पदों में 
लिखते हैं। आइए समीकरण (2) 
x+2y= 3, 
को लें और इसे ४=3-2के रूप में लिखें। (3) 
चरण 2 : का यह मान समीकरण (।) में प्रतिस्थापित कीजिए। हम पाते हैं: 
73 -2y)-l5y=2 


अर्थात्‌ 2l -l4y-I5y=2 
अर्थात्‌ —29y = -9 

I9 
इसलिए 


EO 29 
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चरण 3: » का यह मान समीकरण (3) में प्रतिस्थापित करने पर, हम पाते हैं: 


I9 49 
४८ 3- 2 |= 
29 29 


अतः हल हैः RT कर 


49 I9 र हैं कि दोनों 
सत्यापन: += 75 और = को प्रतिस्थापित करने पर, आप जाँच कर सकते हैं कि दोनों 


समीकरण (।) और (2) संतुष्ट हो जाते हैं। 


प्रतिस्थापन विधि को और अधिक स्पष्ट रूप से समझने के लिए, आइए इस पर 
चरणबद्ध रूप से विचार करें। 


चरण | : एक चर का मान, माना » को दूसरे चर, माना » के पदों में किसी भी समीकरण 
से ज्ञात कीजिए, जो सुविधाजनक हो। 


चरण 2: » के इस मान को दूसरे समीकरण में प्रतिस्थापित कीजिए और इसको एक चर 
* के समीकरण के रूप में बदलिए, जिसको हल किया जा सकता है। कभी-कभी, जेसा कि 
निम्न उदाहरणों 9 तथा ।0 में है, आप बिना किसी चर के कथन प्राप्त कर सकते हैं। यदि 
यह कथन सत्य है, तो आप यह निर्णय कर सकते हैं कि रैखिक समीकरण युग्म के 
अपरिमित रूप से अनेक हल हैं। यदि चरण 2 में प्राप्त कथन असत्य है, तो रेखिक 
समीकरण युग्म विरोधी है। 


चरण 3 : चरण 2 से प्राप्त «(अथवा ») का मान उस समीकरण, जिसे चरण । में प्रयोग किया 
है, में प्रतिस्थापित करके दूसरे चर का मान प्राप्त कीजिए। 


टिप्पणी : हमने एक चर का मान दूसरे चर के पद में व्यक्त करके, रेखिक समीकरण युग्म 
को हल करने के लिए प्रतिस्थापित किया है। इसलिए इस विधि को प्रतिस्थापन विधि 
कहते हैं। 


उदाहरण 8 : प्रश्‍शनावली 3. के प्रश्‍न संख्या । को प्रतिस्थापन विधि से हल कीजिए। 


हल : माना आफताब और उसकी पुत्री की आयु (वर्षों में) क्रमशः ५ और # हैं। तब, उस 
स्थिति को निरूपित करने के लिए, रैखिक समीकरण युग्म है: 

५-7=7 (४-7), अर्थात्‌ -7+42=0 (I) 
तथा ५+3 = 36+ 3), अर्थात्‌ ४ - 3४ = 6 (2) 
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समीकरण (2) का प्रयोग करने पर, हम पाते हें; ५=3/+6 


समीकरण (।) में & का मान रखने पर, हम पाते हें: 
Gt+6)-T7t+42=0 
अर्थात्‌ 4! = 48, जिससे ।= ।2 प्राप्त होता है। 
/ के इस मान को समीकरण (2) में रखने पर, हमें प्राप्त होता है: 
8 ८ 3(2)+6=42 
अतः, आफताब और उसकी पुत्री क्रमशः 42 वर्ष और ॥2 वर्ष के हें। 
इस उत्तर की पुष्टि के लिए, यह जाँच कर लीजिए कि यह दी हुई समस्या के प्रतिबंधों 
को संतुष्ट करता है या नहीं। 


उदाहरण 9 : आइए अनुच्छेद 3.3 के उदाहरण 2 को लें, अर्थात्‌ 2 पेंसिल और 3 रबड़ों 
का मूल्य ₹ 9 है और 4 पेंसिल और 6 रबड़ों का मूल्य ₹ ॥8 है। प्रत्येक पेंसिल और 
प्रत्येक रबड़ का मूल्य ज्ञात कोजिए। 


हल : रैखिक समीकरण युग्म जो बने थे वे हैं: 


2x +3y = 9 (]) 
4x+6y= I8 (2) 
हम पहले समीकरण 2: + 395 9 से, + का मान + के पदों में व्यक्त करते हैं और पाते हैं : 
> 3 
अल (3) 
अब हम + के इस मान को समीकरण (2) में प्रतिस्थापित करके प्राप्त करते हैं: 
4(9 -3 
NL I 
2 
अर्थात्‌ I8-6y+6y= 8 
अर्थात्‌ I8= I8 


यह कथन ५ के सभी मानों के लिए सत्य है। यद्यपि, इससे » का कोई मान हल के रूप 
में नहीं प्राप्त होता है। इसलिए हम » का कोई निश्चित मान नहीं पाते हैं। यह स्थिति इसलिए. 
पैदा हुई है कि दोनों दिए गए समीकरण एक ही हैं। अतः समीकरणों () और (2) के 
अपरिमित रूप से अनेक हल हैं। ध्यान दीजिए कि समीकरणों का यही हल ग्राफीय विधि 
से मिला है (अनुच्छेद 3.2 की आकृति 3.3 का संदर्भ लीजिए)। हम एक पेंसिल तथा एक 
रबड़ का अद्वितीय मूल्य नहीं प्राप्त कर सकते हैं, क्योंकि दी हुई स्थिति में बहुत से सार्व 
(सर्वनिष्ठ) हल हैं। 
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उदाहरण 0 : आइए अनुच्छेद 3.2 का उदाहरण 3 लें। क्या रेल पटरियाँ एक दूसरे को 


काटेंगी ? 
हल : इसमें बनाए गए रेखिक समीकरण थे: 
x+2y-4=0 (I) 
2x +4y-I2=0 (2) 
समीकरण (।) से+को » के पदों में व्यक्त करके, हम पाते हैं: 
x= 4- 29 


अब,» के इस मान को समीकरण (2) में प्रतिस्थापित करके हम पाते हैं: 
2(4—2y)+4y-I2=0 

अर्थात्‌ 8-I2=0 

अर्थात्‌ -4=0 

जो कि एक असत्य कथन है। 

अतः, दिए गए समीकरणों का कोई सार्व हल नहीं है। इसलिए, दोनों पटरियाँ एक दूसरे को 

नहीं काटेंगी। 


प्रश्नावली 3.3 
।. निम्न रैखिक समीकरण युग्म को प्रतिस्थापन विधि से हल कीजिए: 
(6) x+y=l4 (MI s—t=3 
= 4 न= र = 6 
WE 3 2 
Gii) 3x—y=3 Gv) 0.2x+0.3y= I.3 
9x—3y=9 0.4x+0.5y=2.3 
उ2 5 
(0) ४2४+४३३-० (oN 
x y I]3 
— -- न - ८८ --- 
४3४ - N8y = 0 3 2 6 


2. 2*+3५=।। और2४-4)=-24 को हल कीजिए और इससे #” का वह मान ज्ञात कीजिए जिसके 
लिए, y=mx+3 हो 


3. निम्न समस्याओं में रेखिक समीकरण युग्म बनाइए और उनके हल प्रतिस्थापन विधि द्वारा ज्ञात 
कीजिए: 


0) दो संख्याओं का अंतर 26 है और एक संख्या दूसरी संख्या की तीन गुनी हे। उन्हें ज्ञात 
कोजिए। 
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(9) दो संपूरक कोणों में बड़ा कोण छोटे कोण से 8 डिग्री अधिक है। उन्हें ज्ञात कीजिए। 


एक क्रिकेट टीम के कोच ने 7 बल्ले तथा 6 गेदें ₹ 3800 में खरीदीं। बाद में, उसने 3 
बल्ले तथा 5 गेंदें ₹ ।750 में खरीदी। प्रत्येक बल्ले और प्रत्येक गेंद का मूल्य ज्ञात कीजिए। 


0५) एक नगर में टैक्सी के भाडे में एक नियत भाड़े के अतिरिक्‍त चली गई दूरी पर भाड़ा 
सम्मिलित किया जाता है। ।0 ६m दूरी के लिए भाड़ा ₹ 705 है तथा ]5 ६० के लिए 
भाड़ा ₹ ।55 है। नियत भाड़ा तथा प्रति ७७० भाड़ा क्या है? एक व्यक्ति को 
25 | यात्रा करने के लिए कितना भाड़ा देना होगा? 


यदि किसी भिन्न के अंश और हर दोनों में 2 जोड़ दिया जाए, तो वह - हो जाती है। यदि 
अंश और हर दोनों में 3 जोड़ दिया जाए, तो वह = हो जाती है। वह भिन्न ज्ञात कोजिए। 
(५) पाँच वर्ष बाद जैकब की आयु उसके पुत्र की आयु से तीन गुनी हो जाएगी। पाँच वर्ष पूर्व 
जैकब की आयु उसके पुत्र को आयु की सात गुनी थी। उनकी वर्तमान आयु क्या हैं? 
3.4.2 विलोपन विधि 


अब आइए एक और विधि पर विचार करें जिसे एक चर को विलुप्त करने की विधि कहा 
जाता है। यह कभी-कभी प्रतिस्थापन विधि से अधिक सुविधाजनक रहती है। आइए अब 
देखें कि यह विधि कैसे को जाती है। 


Ns 


(ii 


Ns 


(५ 


उदाहरण ।! : दो व्यक्तियों की आय का अनुपात 9: 7 है और उनके खर्चों का अनुपात 
4 : 3 है। यदि प्रत्येक व्यक्ति प्रति महीने में 2000 रु बचा लेता है, तो उनकी मासिक आय 
ज्ञात कोजिए। 
हल : आइए दोनों व्यक्तियों को मासिक आय को क्रमशः 9४रु तथा 7४ रु से निरूपित करें 
और उनके खर्चो को क्रमशः 4 रु और 3) रु से निरूपित करें। तब, उस स्थिति में बने 
समीकरण हैं: 
9४ - 4५ = 2000 (]) 
और 7x —3y = 2000 (2) 
चरण | : के गुणकों को समान करने के लिए समीकरण (।) को 3 से तथा समीकरण 
(2) को 4 से गुणा कीजिए। तब हम निम्नलिखित समीकरण प्राप्त करते हैं: 
27x - I2y = 6000 (3) 
28x — I2y = 8000 (4) 
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चरण 2 : » को विलुप्त करने के लिए समीकरण (3) को समीकरण (4) में से घटाइए, 
क्योंकि » के गुणांक समान हैं, इसलिए हम पाते हैं: 
(28x - 27x) - ((29 - I2y) = 8000 - 6000 
अर्थात्‌ x = 2000 
चरण 3: «का मान (॥) में प्रतिस्थापित करने पर, हम पाते हैं: 
9(2000) - 4y = 2000 
अर्थात्‌ y = 4000 
अतः समीकरणों के युग्म का हल += 2000, » = 4000 है। इसलिए, व्यक्तियों को मासिक 
आय क्रमशः ₹ ।8000 तथा ₹॑]4000 हें। 
सत्यापन : ।8000 : 4000 = 9 : 7 है। साथ ही, उनके खर्चों का अनुपात 
I8000 - 2000 : 4000 - 2000 = 6000 : 2000 = 4 : 3 है। 
टिप्पणी : 


।. उपर्युक्त उदाहरण को हल करने में, उपयोग की गई विधि को विलोपन विधि 
(elimination meth०d) कहते हैं, क्योंकि हम सर्वप्रथम एक चर को विलुप्त करके, 
एक चर में एक रेखिक समीकरण प्राप्त करते हैं। उपर्युक्त उदाहरण में, हमने » को 
विलुप्त किया है। हम + को भी विलुप्त कर सकते थे। इस प्रकार भी समीकरणों को 
हल करने का प्रयत्न कोजिए। 


2. आप इसको हल करने के लिए प्रतिस्थापन विधि या ग्राफोय विधि का प्रयोग भी कर 
सकते थे। इन विधियों से भी हल कीजिए और देखिए कौन-सी विधि सबसे उपयुक्त 
है। 


आइए अब हम विलोपन विधि के प्रयोग के विभिन्न चरण बताएँ; 


चरण । : सर्वप्रथम दोनों समीकरणों को उपयुक्त शून्येतर अचरों से, किसी एक चर (५ अथवा 
9») के गुणांकों को संख्यात्मक रूप में समान करने के लिए, गुणा कोजिए। 


चरण 2 : पुनः एक समीकरण को दूसरे में जोड़ें या उसमें से घटाएँ जिससे कि एक चर 
विलुप्त हो जाए। यदि आप एक चर में समीकरण पाते हैं, तो चरण 3 में जाइए। 


यदि चरण 2 में, हमें चर रहित एक सत्य कथन प्राप्त हो, तो मूल समीकरण युग्म के 
अपरिमित रूप से अनेक हल हैं। 


यदि चरण 2 में, हमें एक चर रहित असत्य कथन मिले, तो मूल समीकरण युग्म का 
कोई हल नहीं है, अर्थात्‌ यह असंगत है। 
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चरण 3 : इस प्रकार एक चर (या )) में प्राप्त समीकरण को, उस चर का मान ज्ञात करने 
के लिए, हल कीजिए। 


चरण 4 : (या) के इस मान को मूल समीकरणों में से किसी एक में, दूसरे चर का मान 
ज्ञात करने के लिए, प्रतिस्थापित कोजिए। 


अब इसे समझाने के लिए, हम कुछ और उदाहरण हल करते हैं : 


उदाहरण ।2 : विलोपन विधि का प्रयोग करके, निम्न रैखिक समीकरण युग्म के सभी संभव 
हल ज्ञात कीजिए; 

22 + 39 ८ ७ () 

Ax+6y= / (2) 
हलः 
चरण | : समीकरण (।) को 2 से तथा समीकरण (2) को । से, 5 के गुणांकों को समान 
करने के लिए, गुणा करिए। तब हम निम्न समीकरण पाते हैं: 

Ax+6y= I6 (3) 

Ax+6y= / (4) 
चरण 2: समीकरण (4) को समीकरण (3) में से घटाने पर, 

(4x—4x)+(6y—6y)= I6-7 
अर्थात्‌ 0= 9, जो एक असत्य कथन है। 
अतः, समीकरणों के युग्म का कोई हल नहीं है। 
उदाहरण ।3: दो अंकों की एक संख्या एवं उसके अंकों को उलटने पर बनी संख्या का 
योग 66 है। यदि संख्या के अंकों का अंतर 2 हो, तो संख्या ज्ञात कीजिए। ऐसी संख्याएँ 
कितनी हैं? 
हल : माना प्रथम संख्या की दहाई तथा इकाई के अंक क्रमशः + और + हैं। इसलिए, प्रथम 
संख्या को प्रसारित रूप में ।0%++ लिख सकते हैं [उदाहरण के लिए, 56 = ।0(5) + 6]। 
जब अंक उलट जाते हैं, तो « इकाई का अंक बन जाता है तथा + दहाई का अंक। 
यह संख्या प्रसारित रूप में 0/+ » है [उदाहरण के लिए, जब 56 को उलट दिया जाता है, 
तो हम पाते हैं: 65 = ।0(6) + 5]। 
दिए हुए प्रतिबंधों के अनुसार, 
(lOx+y)+(I0y+x)= 66 

अर्थात्‌ II +y) = 66 
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अर्थात्‌ x+y=6 (]) 
हमें यह भी दिया गया है कि अंकों का अंतर 2 है। इसलिए, 

यातो jE, 2) 
या ei 7 (3) 


यदि४-५=2 है, तो (।) और (2) को विलोपन विधि से हल करने पर,+ = 4 और 
५ = 2 प्राप्त होता है। इस स्थिति में, हमें संख्या 42 प्राप्त होती है। 

यदि ५-+=2 हे, तो (।) और (3) को विलोपन विधि से हल करने पर, हमें 
४-2 और »-4 प्राप्त होता है। इस स्थिति में, हमें संख्या 24 प्राप्त होती है। 
इस प्रकार ऐसी दो संख्याएँ 42 और 24 हैं। 
सत्यापन : यहाँ 42 + 24 = 66 और 4 -2 =2 है .तथा24 + 42 = 66*और 422 = 2 है। 


प्रशनावली 3.4 


।. निम्न समीकरणों के युग्म को विलोपन विधि तथा प्रतिस्थापना विधि से हल कीजिए। कौन-सी 
विधि अधिक उपयुक्त है? 
0) ++५=5 और 2४*-3५=4 (i) 3४+4५=0 और 2४-2५ =2 
(मे) 3४-59-4=0 और 9४-2५ +7 ध ठ + = -। और + - = 3 
2. निम्न समस्याओं में रेखिक समीकरणों के युग्म बनाइए और उनके हल (यदि उनका अस्तित्व 
हो) विलोपन विधि से ज्ञात कोजिए : 
() यदि हम अंश में । जोड़ दें तथा हर में से । घटा दें, तो भिन्न । में बदल जाती है। यदि 


हर में ] जोड़ दें, तो यह : हो जाती है। वह भिन्न क्या है? 


() पाँच वर्ष पूर्व नूरी की आयु सोनू की आयु को तीन गुनी थी। दस वर्ष पश्चात्‌, नूरी की 
आयु सोनू की आयु की दो गुनी हो जाएगी। नूरी और सोनू की आयु कितनी है। 

(#) दो अंकों की संख्या के अंकों का योग 9 है। इस संख्या का नौ गुना, संख्या के अंकों 
को पलटने से बनी संख्या का दो गुना है। वह संख्या ज्ञात कीजिए। 

(४) मीना ₹ 2000 निकालने के लिए एक बैंक गई। उसने खजाँची से ₹ 50 तथा ₹ ।00 के 
नोट देने के लिए कहा। मीना ने कुल 25 नोट प्राप्त किए। ज्ञात कीजिए कि उसने ₹ 50 
और ₹ ।00 के कितने-कितने नोट प्राप्त किए। 
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(५) किराए पर पुस्तकें देने वाले किसी पुस्तकालय का प्रथम तीन दिनों का एक नियत किराया 
है तथा उसके बाद प्रत्येक अतिरिक्त दिन का अलग किराया है। सरिता ने सात दिनों तक 
एक पुस्तक रखने के लिए ₹ 27 अदा किए, जबकि सूसी ने एक पुस्तक पाँच दिनों तक 
रखने के ₹ 2। अदा किए। नियत किराया तथा प्रत्येक अतिरिक्त दिन का किराया ज्ञात 
कोजिए। 


3.4.3 वज्र-गुणन विधि 


अब तक, आपने पढ़ा है कि दो चरों के रैखिक समीकरण युग्म को कैसे ग्राफीय, प्रतिस्थापन 
एवं विलोपन विधियों द्वारा हल किया जा सकता है। यहाँ हम एक रैखिक समीकरण युग्म 
को हल करने के लिए एक और बीजगणितीय विधि का परिचय देते हैं, जो कई कारणों से 
इन समीकरणों को हल करने की बहुत उपयोगी विधि है। इससे पूर्व कि हम आगे बढें, 
आइए निम्न स्थिति का अवलोकन करें: 
5 संतरे और 3 सेबों का मूल्य ₹ 35 है तथा 2 संतरे और 4 सेबों का मूल्य ₹ 28 
है। आइए एक संतरे तथा एक सेब का मूल्य ज्ञात करें। 
मान लें कि एक संतरे का मूल्य ₹ « और एक सेब का मूल्य ₹) है। तब, समीकरण 
बनती हैं 
5% + 3) = 35, अर्थात्‌ 5४+ 3-35 = 0 (I) 
और 2+ + 4) = 28, अर्थात्‌ 2४+ 4-28 = 0 (2) 
आइए विलोपन विधि से इन समीकरणों को हल करें। 
समीकरण (।) को 4 तथा समीकरण (2) को 3 से गुणा करने पर, हम पाते हैं: 
(HG + (4)(3)9» + (4)(-35) = 0 (3) 
(3)(2)x + G)(A)y + (3)C28) = 0 (4) 
समीकरण (4) को समीकरण (3) में से घटाने पर, हम पाते हैं: 
[(3)(4) - (3)(2)2]४ + [((4)(3) - GAY + [4(-35) - (3) —28)] = 0 
-[(4)(-35) - (3) (-289) | 
(5)(4) -(3)Q) 
अर्थात _ (3)(-28) -(4)(-35) 
{ छ७-0)06) कु 
यदि समीकरणों (]) और (2) को 40 + 0/9+ ८, 50 तथा ax+by+c,=0 
के रूप में लिखा जाए, तो हम पाते हैं: 
a ८ 3, 0, 5 3, ८. 5-33, 6, 5८ 2, 0, 5 4, ८, 5८-26 


इसलिए # 
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में है bc, - ४ 
तब समीकरण (5) को इस रूप में लिख सकते हैं: + = “22 
aby ~ sb, 

हैं Cid» — Cad 

इसी प्रकार, आप प्राप्त कर सकते हैं: = ०7-7 

abs ~ 420 

समीकरण (5) को सरल करने पर, हम पाते हैं: 
84 + ]40 
Ni जा 55 
20 - 6 


_ (3500) - ()-298 _ -70+I40 


20-6 I4 
अतः, +=4,५=5 दिए गए समीकरणों के युग्म का हल है। 


इसी प्रकार 


तब, एक संतरे का मूल्य ₹ 4 और एक सेब का मूल्य ₹ 5 है। 
सत्यापन : 5 संतरों का मूल्य +3 सेबों का मूल्य =₹ 20+₹।5=₹ 35 
2 संतरों का मूल्य +4 सेबों का मूल्य=र 8+ २20 = ₹ 28 
आइए अब देखें कि कैसे यह विधि दो चरों में किसी भी रैेखिक समीकरणों के युग्म 
कः ८,5८5 0 (]) 
और ax+by+c,=0 (2) 
को हल करने में प्रयुक्त होती है। उपरोक्त विधि से ५ और » के मान प्राप्त करने के लिए 
हम निम्न प्रकार से आगे पढेंगे। 
चरणा । : समीकरण (।) को, तथा समीकरण (2) को, से गुणा करके, हम पाते हैं: 
bax + b,b,y + b,c, = 0 (3) 
bax + bb,y+bec,=0 (4) 
समीकरण (4) को (3) में से घटाने पर, हम पाते हैं : 
(bja, — ba) x + (b,b, - bb,) y + (b,c, b,c) = 0 


अर्थात्‌ (b,a, — ba) x = bc,- bc, 
bc, — b,c 

अतः = जबकि ७,०, -७८,४0हो (5) 
dibs 7 420 


चरण 3:५ का मान (।) या (2) में रखने पर, हम पाते हें: 
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Cid» 7 Crd 
y = |e 2 ( 6 ) 


abs ~ wb, 


अब दो स्थितियाँ उत्पन्न होती हैं: 


स्थिति । : 6७, - ८,, #0 है। इस स्थिति में , -! = है। तब, रैखिक समीकरणों के युग्म 


७2 2 


का एक अद्वितीय हल हे। 


स्थिति 2 : 4४७, - ०,०, = 0 है। यदि -। = > = & है, तो ०, = ‰ ०, >, = ‰ , होगा। 
d 


०, और #, के मानों को समीकरण (॥) में प्रतिस्थापित करने पर, हम पाते हैं: 
(८ (ax +b,y)+c,=0 (7) 
यह देखा जा सकता है कि समीकरण (7) और (2) दोनों केवल तभी संतुष्ट हो सकते 


हैं, यदि ८, = ‰ ८, हो, अर्थात्‌ En ६ हो। 
यदि ८, = £८, हो, तो समीकरण (2) का कोई भी हल समीकरण (।) को संतुष्ट करेगा 
और विलोमतः भी ऐसा होगा। इसलिए, यदि - = र =! =# हो, तो (।) और (2) से 


निरूपित रेखिक समीकरणों के युग्म के अपरिमित रूप से अनेक हल होते हैं। 
यदि ८, ##८,हो, तो समीकरण (।) का कोई भी हल समीकरण (2) को संतुष्ट नहीं 
करेगा और विलोमतः भी ऐसा ही होगा। अतः इस युग्म का कोई हल नहीं होगा। 
() और (2) द्वारा दी गई रैखिक समीकरणों के युग्म के बारे में उपर्युक्त चर्चा को 
संक्षेप में हम निम्न प्रकार से दे सकते हैं: 
(0) जब + है, तो हमें अद्वितीय हल प्राप्त होता है। 


b, 


(४) जब. “= = हे, तो युग्म के अपरिमित रूप से अनेक हल होते हैं। 
a 5 


2 


(४) जब = Le है, तो युग्म का कोई हल नहीं है। 
a 


2 2 
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ध्यान दीजिए कि समीकरण (5) ओर (6) द्वारा प्राप्त हल को आप निम्न प्रकार से 
लिख सकते हैं: 





= NE SE SE (8) 
bcs boc C—O Abs - 420 


उपर्युक्त परिणाम को याद करने के लिए, आपको निम्न चित्र उपयोगी हो सकता है : 


8 y ] 
b, ( 6 b, 
NK, 
दो संख्याओं के बीच के तीर के निशान सूचित करते हैं कि इन्हें गुणा करना है तथा 
दूसरे गुणनफल को प्रथम में से घटाना है। 
इस विधि से रैखिक समीकरणों के युग्म को हल करने के लिए, हम निम्न चरणों द्वारा 
आगे बढ़ेंगेः 
चरण | : दी गई समीकरणों को () और (2) के रूप में लिखिए। 
चरणा 2 : उपर्युक्त चित्र को सहायता से, (8) में दी गई समीकरणों को लिखिए। 
चरणा 3 : » और » को ज्ञात कीजिए, जबकि ८,-८.१, # 0 हो। 
उपर्युक्त चरण 2 आपको इंगित करता है कि इसे बज्र-गुणन विधि क्यों कहा जाता 


है। 


उदाहरण ।4 : बेंगलोर के एक बस स्टैंड से यदि हम दो टिकट मल्लेशवरम के तथा 
3 टिकट यशवंतपुर के खरीदें, तो कुल लागत ₹ 46 है। परंतु यदि हम 3 टिकट मल्लेशवरम 
के और 5 टिकट यशवंतपुर के खरीदें, तो कुल लागत ₹ 74 है। बस स्टैंड से मल्लेशवरम 
का किराया तथा बस स्टैंड यशवंतपुर का किराया ज्ञात कीजिए। 
हल : माना बेंगलोर के बस स्टैंड से, मल्लेश्वरम का किराया ₹ + तथा यशवंतपुर का किराया 
₹ + है। दी गई सूचनाओं से, हम पाते हैं: 
2+ + 3) = 46, अर्थात्‌ 2४+ 3-46 = 0 (I) 
3% + 5) = 74, अर्थात्‌ 3४+ 5 -74 = 0 (2) 
वञ्ज-गुणन विधि से इन समीकरणों को हल करने के लिए, हम निम्न प्रकार से चित्र 
खींचते हैं: 


2020-2 


68 गणित 


Xx y ] 
3 - 40 2 3 


६ y ] 
तब न मा 
(3)(-74) - 5)2(-460) (-46)(3) - (-74)(22 (206) - (3)(3) 
अर्थात्‌ आम 
-222+230 -38+48 0-9 
अर्थात TES 
पे 8 I0 ] 
अर्थात * के! 
र 8»Il और IO | 
अर्थात्‌ ~= 8 और = ।0 


अतः, बेंगलोर के बस स्टैंड से, मल्लेशवरम का किराया ₹ 8 तथा यशवंतपुर का किराया ₹ ।0 है। 
सत्यापन : आप प्रारंभिक समस्या से जाँच सकते हें कि हल जो हमने ज्ञात किए हैं वे सही 
हैं 
उदाहरण 5: # के किन मानों के लिए, निम्न समीकरणों के युग्म का एक अद्वितीय हल 
है? 

40 + [79 + ७ 5८ 0 

22 + 29 + 25८" 0) 
हल : यहाँ 6८ 4, 4, = 2, 8, = 7, 2, 52 है। 


अब दिए गए युग्म का एक अद्वितीय हल होने के लिए,“ # i होगा। 
2 


७2 
अर्थात्‌ है ट 
_ 5), 
अर्थात्‌ p #4 


अतः, 4 के अतिरिक्त, 7 के प्रत्येक मान के लिए दिए हुए समीकरण युग्म का एक 
अद्वितीय हल होगा। 


उदाहरण ।6: £ के किस मान के लिए, निम्न रैेखिक समीकरणों के युग्म के अपरिमित रूप 
से अनेक हल होंगे? 
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(४+ 3/- (६-3) - 0 
Ir +ky-k=0 


8 0 0 हक 


रैखिक समीकरणों के युग्म के अपरिमित रूप से अनेक हल होने के लिए, ! = > र 


७2 2. ६2 


होना चाहिए। 
हमे ६. 3 Kk-3 
इसलिए चाहिए न hss 
इसलिए हमें चाहिए नड ट 
या kK 3 
I2 Kk 
जिससे #? = 36 प्राप्त होता है, अर्थात्‌ = ॐ 6 हैं। 
~ 3 


साथ ही 


k 
जिससे 3 = 2 - 3 प्राप्त होता है, अर्थात्‌ 6 =  है। 


जिसका अर्थ= 0 या #=6 है। 


इसलिए, # का मान, जो दोनों प्रतिबन्धों को संतुष्ट करता है, £= 6 है। इस मान के लिए. 
समीकरणों के युग्म के अपरिमित रूप से अनेक हल हैं। 


स~ | ७ 


प्रशनावली 3.5 


।. निम्न रैखिक समीकरणों के युग्मों में से किसका एक अद्वितीय हल है, किसका कोई हल नहीं 
है या किसके अपरिमित रूप से अनेक हल हैं। अद्वितीय हल की स्थिति में, उसे बज्र-गुणन 
विधि से ज्ञात कोजिए। 


0) x-3y-0 (i) 2x+y=5 
3x—9y-2=0 3x+2y=8 
(it) 3x—5Sy=20 (IV) x—3y—-7=0 
6x— IOy=40 3x—3y-l5=0 
2, @ ०और 9 के किन मानों के लिए, निम्न रैख़क समीकरणों के युग्म के अपरिमित रूप से 
अनेक हल होंगे? 
2x +3y=7 


(a—b)x+(a+b)y=3a+b-2 
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(9) #के किस मान के लिए, निम्न रैखिक समीकरणों के युग्म का कोई हल नहीं है? 
उ:+%#८ | 
Qk-Dx+(k-Dy=2k+l 
3. निम्न रैखिक समीकरणों के युग्म को प्रतिस्थापन एवं वज्र-गुणन विधियों से हल कीजिए। किस 
विधि को आप अधिक उपयुक्त मानते हैं? 
Sx+5y=9 
3x+2y=4 
4. निम्न समस्याओं में रैखिक समीकरणों के युग्म बनाइए और उनके हल (यदि उनका अस्तित्व 
हो) किसी बीजगणितीय विधि से ज्ञात कीजिए: 

0) एक छात्रावास के मासिक व्यय का एक भाग नियत है तथा शेष इस पर निर्भर करता 
है कि छात्र ने कितने दिन भोजन लिया है। जब एक विद्यार्थी ^ को, जो 20 दिन भोजन 
करता है, ₹ 000 छात्रावास के व्यय के लिए अदा करने पड़ते हैं, जबकि एक विद्यार्थी 
8 को, जो 26 दिन भोजन करता है छात्रावास के व्यय के लिए ₹ ।]80 अदा करने पड़ते 
हैं। नियत व्यय और प्रतिदिन के भोजन का मूल्य ज्ञात कीजिए। 


एक भिन्न - हो जाती है, जब उसके अंश से । घटाया जाता है और वह - हो जाती है, 
जब हर में 8 जोड़ दिया जाता है। वह भिन्न ज्ञात कीजिए। 

यश ने एक टेस्ट में 40 अंक अजित किए, जब उसे प्रत्येक सही उत्तर पर 3 अंक मिले 
तथा अशुद्ध उत्तर पर | अंक की कटौती की गई। यदि उसे सही उत्तर पर 4 अंक मिलते 
तथा आशुद्ध उत्तर पर 2 अंक करते, तो यश 50 अंक अर्जित करता। टेस्ट में कितने प्रश्‍न थे? 
४) एक राजमार्ग पर दो स्थान 4 और 8, ।00 ६० की दूरी पर हैं। एक कार ^ से तथा दूसरी 
कार 8 से एक ही समय चलना प्रारम्भ करती है। यदि ये कारें भिन्न-भिन्न चालों से एक 
ही दिशा में चलती हैं, तो वे 5 घंटे पश्चात्‌ मिलती हैं, यदि वे विपरीत दिशा में चलती 
हैं, तो एक घंटे के पश्चात मिलती हैं। दोनों कारों की चाल ज्ञात कीजिए। 

एक आयत का क्षेत्रफल 9 वर्ग इकाई कम हो जाता है, यदि उसकी लंबाई 5 इकाई कम 
कर दी जाती है और चौड़ाई 3 इकाई बढ़ा दी जाती है। यदि हम लंबाई को 3 इकाई और 
चौड़ाई को 2 इकाई बढा दें, तो क्षेत्रफल 67 वर्ग इकाई बढ़ जाता है। आयत को विमाएँ 
ज्ञात कोजिए। 


3.5 दो चरों के रैखिक समीकरणों के युग्म में बदले जा सकने वाले समीकरण 


इस अनुच्छेद में, हम ऐसे समीकरणों के युग्मों के बारे में चर्चा करेंगे जो रैखिक नहीं है, 
परंतु कुछ उपयुक्त प्रतिस्थापनों द्वारा इन्हें रेखिक समीकरणों के रूप में बदला जा सकता है। 
हम इस प्रक्रिया को कुछ उदाहरणों द्वारा समझाएंँगे। 


(ii 


Ns 


Ns 


(ii 


जिन 


(५ 
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उदाहरण 7 : समीकरणों के निम्न युग्म को हल कीजिए : 


ks 3 


x | ४३ | > 
< |> Sl 


= -2 


हल : आइए दिए गए समीकरणों के युग्म को 
| I 
2||+3|- | _ 3 
+= [ 
I I 
5 ES: Ed FE 
5-१) == @ 
के रूप में लिखें। 


ये समीकरण ८४+५+८=0 के रूप में नहीं हैं। परंतु, यदि हम समीकरण (।) और 
(2) में, “= ॥ और ~ =५ प्रतिस्थापित करें, तो हम पाते हैं: 
k a 2p + 34 ८ I3 (3) 
49 = क~ (4) 
अतः, हमने समीकरणों को रैखिक समीकरणों के युग्म के रूप में व्यक्त कर दिया है। अब 
आप इन्हें किसी भी विधि से हल करके #-2, 4-3 प्राप्त कर सकते हैं। 


आप जानते हैं कि = - और ५ = ल है। 
? और ४ के मानों को प्रतिस्थापित कर, हम प्राप्त करते हैं: 


य 2 अर्थात्‌ ५ = और -=3, अर्थात्‌ + = ˆ 
2 y 3 


सत्यापन : दोनों समीकरणों में = - और = रखने पर, हम पाते हैं कि दोनों समीकरण 
संतुष्ट हो जाते हैं। 


उदाहरण ।8 : निम्न समीकरण युग्म को रैखिक समीकरणों के युग्म में बदल कर हल 
कीजिए: 
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| 





और _! खे 
हल : आइए = और ल ५रखें। तब, दी गई समीकरण 


x—]l 
|| l 
ज) 7 =2 (!) 
l 3 l 
_ ट F i _ न न (2) 
55 भद = 2 (3) 
6p - 34 = | (4) 


के रूप में लिखी जा सकती हैं: 


समीरकण (3) और (4) व्यापक रूप में एक रैखिक समीकरण युग्म बनाती हैं। अब आप 
इन समीकरणों को हल करने के लिए, किसी भी विधि का प्रयोग कर सकते हें। हम पाते 


ड | र, _ 4 
है ’ Dx e और d = 3 


] 








अब 7 के लिए, प्रतिस्थापित कर हम प्राप्त करते हैं: 
- 

_]_ _ 

x] 3 
अर्थात्‌ ~~ ।= 3, अर्थात्‌ + = 4 है। 
इसी प्रकार के लिए | रखने पर हम पाते हैं: 

जल 

| _ई 

y—2 3 
अर्थात्‌ 3- ५-2, अर्थात्‌ =5है। 


अतः, दिए गए समीकरण युग्म का अभीष्ट हल »=4,) = 5 है। 


सत्यापन: (।) और (2) में ४-4 और) = 5 प्रतिस्थापित करने पर जाँच कीजिए कि क्या 
वे इन्हें संतुष्ट करते हैं। 
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उदाहरण ।9 : एक नाव ॥0 घटे में 
धारा के प्रतिकूल 30 ० तथा धारा 
के अनुकूल 44 । जाती है। 3 घंटे 
में वह 40 | धारा के प्रतिकूल एवं 








| Ns ee 
55 ४ धारा के अनुकूल जाती है। __ we 
धारा को चाल तथा नाव को स्थिर पानी म 7 “००७, + 
में चाल ज्ञात कोजिए। “A 


हल : माना नाव की स्थिर जल में चाल +।०/ है तथा धारा को चाल) ६m है। साथ ही, 
नाव को धारा के अनुकूल चाल = (४+ क) mM तथा नाव को धारा के प्रतिकूल चाल 
= (x — 9) km होगी। 


साथ ही, समय = इरी. 
चाल 


प्रथम स्थिति में, जब नाव 30 ६० धारा के प्रतिकूल चलती है, माना घंटों में लिया गया समय 


! है। तब है, 


7 y) 





!, 


माना !, घंटों में बह समय है जिसमें नाव 44 ।का धारा के अनुकूल चलती है। तब, 


।, = “^ _है। कुल लगा समय ।, +८, ]0 घंटा है। अतः, हमें समीकरण मिलता है: 


x+y 





30 44 
+ = 0 (]) 
x) 
दूसरी स्थिति में, ।3 घंटों में बह 40 | थारा के प्रतिकूल और 55 | थारा के अनुकूल 
चलती है। हम इससे समीकरण प्राप्त करते हैं : 
40 55 
न 
hv x+y 














= [3 (2) 








] 
—U 
x क) x+y 
इन मानों को समीकरण (।) और (2) में प्रतिस्थापित करने पर, हम रैखिक 
समीकरणों का निम्न युग्म प्राप्त करते हैं : 
30u +44 = 0 या 30u+44v-I0=0 (4) 
40u + 55 = |3 या 40u+55v-I3=0 (5) 


= रखिए। (3) 
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वज्र-गुणन विधि प्रयोग करने पर, हम पाते हें: 





प्र V l 
44(-I3) -55(-I0) ग 40(-I0) -30(-3) 3065) - 44(40) 
अर्थात्‌ R 
ड 22 el. = 
अर्थात्‌ कक 
के 5 I] 
अब ४, » के इन मानों को समीकरणों (3) में रखने पर, हम पाते हैं: 
J ] ] | 
Fs NI 
अर्थात्‌ x—-y=5S और += ]। (6) 
इन समीकरणों को जोड़ने पर, हम पाते हैं: 
2x I0 
अर्थात्‌ x= 8 
(6) में दी हुई समीकरणों को घटाने पर, हम पाते हैं : 
295- 6 
अर्थात्‌ y= 3 


अतः, नाव की स्थिर जल में चाल 8 ८० तथा धारा की चाल 3 Km हे। 
सत्यापन : जाँच कीजिए कि ये प्रारंभिक समस्या के प्रतिबंधों को संतुष्ट करते हैं। 





प्रश्नावली 3.6 
।. निम्न समीकरणों के युग्मों को रेखिक समीकरणों के युग्म में बदल करके हल कीजिए: 

I I 2 3 

I —+—=2 sl जा 2 

(0) 2; 3y (0) कम 
_ की eA 
is 29 0 कह 
4, 5 I 

(iii) छा +3y=]4 0० ज्ज ह 3 2 
LR RO र =] 








== | Y= 2 


2020-2 


दो चर वाले रैखिक समीकरण युग्म 75 


72-2} _; 


कल (ए) Ox+3y= Oxy 


(५) 


६ आर ता 80 आर 























IS र 
xy 2x+4y=5xy 
IO है ] 3 
hn ‘ve SE न च 
(शा) | un ह (Vil) 3५% + Bi 3x-— Y 4 
i ME HR _) ] _ l _ खा 
wy -%-5) 2(3% + 9) 2(3४- 9) © 


2. निम्न समस्याओं को रेखिक समीकरण युग्म के रूप में व्यक्त कीजिए और फिर उनके हल ज्ञात 
कीजिए: 

0) रितु धारा के अनुकूल 2 घंटे में 20 ६ तैर सकती है और धारा के प्रतिकूल 2 घंटे में 

4 तैर सकती है। उसकी स्थिर जल में तेरने की चाल तथा धारा की चाल ज्ञात कीजिए। 

(9) 2 महिलाएँ एवं 5 पुरुष एक कसीदे के काम को साथ-साथ 4 दिन में पूरा कर सकते 
हैं, जबकि 3 महिलाएँ एवं 6 पुरुष इसको 3 दिन में पूरा कर सकते हैं। ज्ञात कीजिए कि 
इसी कार्य को करने में एक अकेली महिला कितना समय लेगी। पुनः इसी कार्य को करने 
में एक पुरुष कितना समय लेगा। 

(0) रूही 300 ८ दूरी पर स्थित अपने घर जाने के लिए कुछ दूरी रेलगाड़ी द्वारा तथा कुछ 
दूरी बस द्वारा तय करती है। यदि वह 60 ।० रेलगाड़ी द्वारा तथा शेष बस द्वारा यात्रा करती 
है तो उसे 4 घंटे लगते हैं। यदि वह 00 ८० रेलगाड़ी से तथा शेष बस से यात्रा करे, 
तो उसे ।0 मिनट अधिक लगते हैं। रेलगाड़ी एवं बस की क्रमश: चाल ज्ञात कीजिए। 


प्रश्नावली 3.7 ( ऐच्छिक )* 

।. दो मित्रों अनी और बीजू की आयु में 3 वर्ष का अंतर है। अनी के पिता धरम की आयु अनी 
की आयु की दुगुनी और बीजू की आयु अपनी बहन कैथी की आयु की दुगुनी है। कैथी और 
धरम की आयु का अंतर 30 वर्ष है। अनी और बीजू की आयु ज्ञात कीजिए। 

2. एक मित्र दूसरे से कहता है कि “यदि मुझे एक सो दे दो, तो में आपसे दो गुना धनी बन जाऊंगा।' 
दूसरा उत्तर देता है “यदि आप मुझे दस दे दें, तो में आपसे छः गुना धनी बन जाऊंगा।' बताइए 
कि उनकी क्रमशः क्या संपत्तियाँ हैं? [भास्कर | की बीजगणित से] 

[संकेतः ++ 00=2()-00),y + I0=6(-I0)] 
3. एक रेलगाड़ी कुछ दूरी समान चाल से तय करती है। यदि रेलगाड़ी ।0 ८०/१ अधिक तेज 
* यह प्रश्‍नावली परीक्षा को दृष्टि से नहीं है। 
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चलती होती, तो उसे नियत समय से 2 घंटे कम लगते और यदि रेलगाड़ी ]0 ।०/ धीमी 
चलती होती, तो उसे नियत समय से 3 घंटे अधिक लगते। रेलगाड़ी द्वारा तय की गई दूरी ज्ञात 


कोजिए। 


4. एक कक्षा के विद्यार्थियों को पंक्तियों में खड़ा होना है। यदि पंक्ति में 3 विद्यार्थी अधिक होते, 
तो । पंक्ति कम होती। यदि पंक्ति में 3 विद्यार्थी कम होते, तो 2 पंक्तियाँ अधिक बनतीं। कक्षा 


में विद्यार्थियों की संख्या ज्ञात कीजिए। 


5. एकA^ABCमें, /C=3/B=2(/ ७+ B)है। त्रिभुज के तीनों कोण ज्ञात कीजिए। 


6. समीकरणों 5४-५ =5 और 3४-५ =3 के ग्राफ खींचिए। इन रेखाओं और +-अक्ष से बने त्रिभुज 
के शीर्षो के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। इस प्रकार बने त्रिभुज के क्षेत्रफल का परिकलन कौजिए। 


7. निम्न रैखिक समीकरणों के युग्मों को हल कीजिए: 


0) pxr+qy=p-d (I) ax +by=c 
qgr—-py=p+q bx+ay=l+c 

PE SN 

(iii) RO (iv) (७- 2)2+ (ध+ 2) ५ 5 ८ - 240 - 2 
ax+by=a +b? (६ + 2) (४+ 9) 5८ a+b 


(Vv) ]52x—378y=- /4 
—378x+ I52y=-604 


8. ABCD एक चक्रीय चतुर्भुज है (देखिए आकृति 3.7)। 
इस चक्रोय चतुर्भुज के कोण ज्ञात कोजिए। 


3.6 सारांश 
इस अध्याय में, आपने निम्न तथ्यों का अध्ययन किया है: 


।. दो चरों में दो रैखिक समीकरण एक रैखिक समीकरणों 
का युग्म कहलाता है। रैेखिक समीकरण युग्म का सबसे 
व्यापक रूप है; 


ax+by+c,=0 


ax+by+c,=0 


जहाँ ८,, ८,, ४,, ७, ८,, ८, ऐसी वास्तविक संख्याएँ हैं कि ०? + ७? # 0, ०१ + ७? # 0 है। 
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2. एक रैखिक समीकरण युग्म को ग्राफीय रूप में निरूपित किया जा सकता है और हल किया 
जा सकता है 
0) ग्राफोय विधि द्वारा 
(0) बीजगणितीय विधि द्वारा 
3. ग्राफौय विधिः 
दो चरों में एक रैखिक समीकरण युग्म का ग्राफ दो रेखाएँ निरूपित करता है। 
0) यदि रेखाएँ एक बिंदु पर प्रतिच्छेद करती हैं तो, वह बिंदु दोनों समीकरण का अद्वितीय 
हल होता है। इस स्थिति में, समीकरण युग्म संगत होता है। 
(४) यदि रेखाएँ संपाती हें, तो उसके अपरिमित रूप से अनेक हल होते हें-रेखा पर स्थित 
प्रत्येक बिंदु हल होता है। इस स्थिति में, समीकरण युग्म आश्रित (संगत) होता है। 
(म) यदि रेखाएँ समांतर हें, तो समीकरण युग्म का कोई हल नहीं होता है। इस स्थिति में, 
समीकरण युग्म असंगत होता है। 
4. बीजगणितीय विधि : हमने एक रैखिक समीकरण युग्म के हल ज्ञात करने के लिए निम्न 
विधियों की चर्चा की है: 
(0) प्रतिस्थापन विधि 
(9) विलोपन विधि 
(#) वञ्र-गुणन विधि 
5. यदि दिए गए रैखिक समीकरण ०,५+, +८, =0 और ८,४+ 2,५ +८,= 0 एक रैखिक समीकरण 
युग्म को प्रदर्शित करते हैं, तो निम्न स्थितियाँ उत्पन्न हो सकती हैं: 
0) + - : इस स्थिति में, रेखिक समीकरण युग्म संगत होता है। 


2 | 


b में ह 
(ii) i हे : इस स्थिति में, रेखिक समीकरण युग्म असंगत होता है। 


dy bs 
Gif = | = ~! : इस स्थिति में, रेखक समीकरण युग्म आश्रित (संगत) होता है। 
७2 9: 39 


6. अनेक स्थितियाँ हैं जिन्हें गणितीय रूप में ऐसी दो समीकरणों से प्रदर्शित किया जा सकता है, 
जो प्रारंभ में रेखिक नहीं हों। परंतु हम उन्हें परिवर्तित कर एक रैखिक समीकरण युग्म में बदल 
सकते हैं। 
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